
实数的完备性 
	 本节我们讨论实数的完备性，关于他们的讨论有两个目的：第一、对实
数集的完备性进行刻画，使得我们对实数集本身有更深刻的理解；第二、在数
列极限的定义以及前面的证明过程中，很大程度上极限是已知的，通过本节的
学习，我们可以通过数列本身的一些性质来获得其敛散性！作为初学者，我们
的重点是在后者。事实上，这些刻画收敛的定理不仅仅在数列的极限中有应
用，在我们后续的学习，包括更广泛的极限理论中都极其重要。 
	 本节所涉及的一系列定理是相互等价的，我们从实数集的完备性公理开
始，因为所有的描述定理都是等价的，理论上我们可以把本节的任何一个定理
看作公理，然后推出其他定理。但是这些都不能作为我们对实数完备性本身的
证明。 

1、实数完备性公理   确界原理 

     公理 (实数的完备性)：设 和 是实数集 的两个非空子集,并满足对任

都有 ,那么一定存在 ,对任意的 都有 

 
注：这个公理也称为戴德金原理。戴德金原理是戴德金(R.Dedekind)于1872年
提出来的，在构造欧氏几何的公理系统时，在希尔伯特公理组Ⅰ，Ⅱ，Ⅲ的基
础上，阿基米德公理和康托尔公理合在一起与戴德金原理等价 。 

      定义1 (有界集与确界)：设集合 ，如果存在 使得对任意的 ，

都有 , 则称 为集合 的一个上界，集合 有上界。进一步我们把 集合的
最小上界称为上确界，即：如果M是集合 的一个上界，并且对任意的 ，

都存在 使得 

. 

我们记集合 的上确界为 。 

	 如果存在 使得对任意的 ，都有 , 则称 为集合 的一个下

界，集合 有下界。进一步我们把 集合的最大下界称为下确界，即：如果 是

集合 的一个下界，并且对任意的 ，都存在 使得 

. 

我们记集合 的下确界为 。一个集合的上下确界都称为集合的确界。 

⟹
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注：从定义以及实数的有序性，不难看出如果一个集合有上（下）确界，则上
（下）确界是唯一的。 
注：设 ，不难证明 . 这里  因此上确
界和下确界的很多性质是可以互相转化的。 
注：确界和最值（即最大值和最小值）是有区别的，在有限集中确界和最值是
一样的，但是在无限集合中确界存在不一定最值存在，但是如果有最值，则最
值就是确界。例如区间 的上下确界分别是1和0，但是它没有最大和最小
值。 

定理1 (确界原理)：非空有上（下）界集合必有上（下）确界。 

证明：我们只给出有上界的情形。假设 非空且有上界，记 为集合 的所

有上界的全体。显然 非空。从而 和 满足实数完备性公理的条件，从而存在

使得对任意的 满足 

 

显然 是 中的最小值，从而 是 的最小上界，从而是其上确界。 

2、确界原理    单调有界原理 

定义2 (单调数列)：数列 满足 ，则称数列 是单调增数
列。如果其中的小于等于可以换成严格小, 则称为严格增数列。类似可定义单
调减数列和严格减数列。 

定理2 (单调有界原理)：设数列 单调增（减）且有上（下）界，则 收
敛，且 

  . 

证明：不妨设数列 作为集合有无穷个数，否则从某一项开始 就变成了常

数，从而命题成立。由于作为集合 有上界，由确界原理知其有上确界并记

作 . 由上确界的定义， ，存在 ，使得 又因为数列

是单调增的，从而 ，我们都有 

 
命题得证！ 

典型例题： 

M = supX −M = inf(−X ) −x = {−x, x ∈ X} .

(0, 1)

X ⊂ ℝ Y X
Y X Y

c ∈ ℝ x ∈ X, y ∈ Y
x ≤ c ≤ y .

c Y c X
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例1、设 ( 重根式)，求极限  

解：显然 是一个单调递增的序列，我们需要验证它是有界数列。我们用归

纳法：当 时，  假设 时， 。注意到 

。 

因此我们有 。应用单调有界原理知： 存在并记作 。再次

应用等式 
 

从而 。由极限的局部保号性知所求极限为2. 

重要极限： 

 

我们在后续的学习中还会不断重复回到这个极限。该极限不仅在数学上有重要
作用，在力学、物理学等领域也广泛出现。这里我们实际上并不能求出这个极
限，我们只能说该极限是存在的，我们把这个极限记作(欧拉)自然常数 。注意
欧拉常数和欧拉自然常数不是同一个数。 

为此我们有两个任务：第一数列 是单调增的，第二它有上界！这里： 

. 

注意到： 

 

所以 是严格单调增的数列。 

其次，注意到上式中求和部分的括号乘积都小于1，对于给定的 ， 
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关于重要极限的应用： 

例2、求极限  

解：注意到 

 

应用重要极限以及极限的四则运算可知： 

 

例3、求极限  

解：记 ，则所求极限为其子列 的极限。由于： 

， 

所以所有求极限为 。 

3、单调有界原理    闭区间套定理 

定理3 (闭区间套定理)：设闭区间套列 满足： 

  (i) 单调递减： ; 

  (ii) 区间长度收缩为零：  

则存在唯一的 ，使得  

注：直观上，闭区间套定理说一族相互包含的闭区间长度不断收缩，则收缩到
一个点。 
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注：显然上述的闭区间套不能改成开区间，或者半开半闭区间。例如开区间套

没有共同的交集。（请同学们自己写证明！） 

证明：由闭区间套的单调性，我们可以发现两个端点序列 和 分别是单

调递增且有上界和单调递减序列且有下界。则由单调有界原理， 和 都

是收敛数列。又因为 ，所以它们有共同的极限记作 。单调有

界原理还告诉我们 ，即： 

 

从而 。 假设存在 ，则 

 

两边取极限知： 。所以 。命题得证！ 

4、闭区间套定理    列紧性定理 

在实数集上，列紧性表现为下述的Bolzano-Weierstrass定理。 

定理4 (Bolzano-Weierstrass定理)： 上的有界无穷集合必能找到收敛列。 

证明：设 是有界集。即存在 使得对任意的 都有 

 

记 ，并在其中任取一个点 。我们在此基础上构造

。为此将闭区间 等分为两个闭区间，则其中必有一个闭区间必然

包含 中无穷个点，将此区间记作 ，并在此区间中取一点 。 

循环此过程，我们将得到如下的闭区间套： ， 

，它们包含 中无穷个点。 。 
并且 

 

从而  因此存在唯一的  又因为 

，由夹逼定理知， 是X中的一个收敛数列。命题得证！ 

注：如果 本身就是一个数列，则上述定理可描述为任何有界非空数列必包含
收敛子列。 
注：上述定理并不能说明原数列 是收敛的，但是它一定包含一个收敛子列。 

{(0,
1
n

)}

{an} {bn}
{an} {bn}

lim
n→∞

(bn − an) = 0 ξ

ξ = sup{an} = inf{bn}
an ≤ ξ ≤ bn

ξ ∈ ⋂
n∈ℕ*

[an, bn] η ∈ ⋂
n∈ℕ*

[an, bn]

|ξ − η | ≤ |bn − an | (n ∈ ℕ)
|ξ − η | ≤ 0 ξ = η

⟹

ℝ

X ⊂ ℝ m < M x ∈ X
m < x < M .

[a1, b1] = [m, M ] x1 ∈ X
[a2, b2] [a1, b1]

X [a2, b2] x2 ∈ X ∖{x1}
∀n ∈ ℕ*

[an+1, bn+1] ⊂ [an, bn] X xn ∈ (X ∖{xi}n−1
i=1 ) ∩ [an, bn]

bn+1 − an+1 =
bn − an

2
= ⋯ =

b1 − a1

2n
.

lim
n→∞

(bn − an) = 0. ξ = lim
n→∞

an = lim
n→∞

bn .

an ≤ xn ≤ bn {xn}

X

X



例如： 

   

尽管它本身不收敛，但是它的偶子列收敛到0。 

5、列紧性定理    Cauchy收敛准则 

       Cauchy收敛准则是除定义之外，描述数列收敛的最主要的方式。它在很多
场合被用作数列收敛的定义。Cauchy收敛准则被用作数列定义的好处在于：第
一、它不需要极限本身作为定义的一部分；第二、它又不像单调有界原理那样
需要数列的单调性等特殊结构。特别是在抽象环境下Cauchy收敛准则更具优
势。但是这里有个前提，就是所处的集合必须是完备的。在数学中，集合的完
备性就知在该集合中Cauchy收敛准则成立。 

定义5(Cauchy列)：给定数列 ，如果对任意的 ，都存在 ，使得

对任意的 都有 

 

则称数列 是一个基本列或者Cauchy(数)列。 

定理5(Cauchy收敛准则)：在实数集中，数列收敛 当且仅当 是一个
Cauchy列。 

注：Cauchy收敛准则还可描述为：数列 收敛 ， ，使得

，有 

 

注：Cauchy收敛准则在直观上描述为，一个数列收敛，则充分靠后的两项之差
可以小于实现给定个误差要求。即充分靠后全部挤在一起！ 

证明：收敛列 Cauchy列：设 。则对任意的 ，存在 ，

使得对任意的 ，都有： 。因此对任意的 ，都有 

 

所以 是一个Cauchy数列。 

Cauchy列 收敛列：设 是一个Cauchy数列。取 ，则存在 ，使

得对任意的 ，都有 
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取 ，从而对任意的 ，总有

。即数列 是个有界数列，由列紧性知存在收敛子列 。 

不妨设  下面我们证明： 

 

因为 是一个Cauchy数列，对任意的 ，都存在 ，使得对任意的

都有 

 

又因为 ，对于上述的 ，都存在 ，使得对任意的 ，

从而 都有 

 

注意，我们要把两个条件联系起来，取 ，则对任意的 ，
我们有 

 

命题得证！ 

例4：设 ，求证数列 收敛。 

证明：由Cauchy收敛准则，注意到： 

 

对任意的 ，取 ，则对任意的 ，我们有 

 

从而数列 收敛。 

推论：设数列 ，存在 , 使得满足 。则其部分和数列 

 
是收敛数列。 
证明：只要注意到： 
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重复例4的证明就可以完成该命题的证明。 

例5、求证数列 是发散数列。 

证明：只要说明该数列不是Cauchy数列即可。注意到： 

 

由 的任意性，我们可以取  得到： 

 

从而它不是Cauchy列，也就不收敛！ 

注：结合推论和例5，我们发现，如果一个部分和列的通项趋向于0的速度不够
快，就可能导致发散。 

6、Cauchy收敛准则   实数的完备性 

为了完整性，我们用Cauchy收敛准则来证明实数的完备性，从而完成这七个定
理循环证明。也说明了这几个定理是等价的。从而，我们可以把其中的任何一
个看作是公理，然后获得其他几个定理。这里即体现了数学的严密性，由体现
了数学的自由度。大家会发现，我们下面给出的证明实际上是用Cauchy收敛准
则证明了闭区间套定理，再由闭区间套定理获得了实数的完备性。 

实数完备性的证明：设 ，且对任意的 都有 我们的目

标是找到 ，使得任意的 都有  

任取 ，从而  。若 ，则命题得证。否则我们获得了一

个闭区间 。 

我们将区间 均分为二等分，如果右半区间中有 中元素，则记右半区间为

，否则 就是左半区间。取定后观察闭区间 ，如果其中没有

中元素，则 即位所求。否则我们得到的闭区间 满足如下的性质： 

， 是集合 的下界， 是集合X的上界。 

我们重复上述的的过程，会有两种可能性，即，在某一次我们找到了所求的
点，或者我们得到一个闭区间套 满足： 

， 是集合 的下界， 是集合X的上界。 
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我们来验证 和 都是Cauchy列。由于对任意的 , 

 

因此对任意的 ，取 ，则对任意的 ，总有 

 

从而它们都是Cauchy列。由Cauchy收敛准则，分别存在 是它们的极

限。由极限的局部保序性，我们有  

 
注意到，我们事实上还有不等式： 

 

因此 。即为完备性所求！ 

至此，我们完成了实数完备性的刻画。再次强调，这些定理的每一个都可以作
为实数完备性公里的描述。我们通过循环论证来说明它们的等价性。在这些定
理的学习中，要重点学习数学直观和严格数学语言的转化。更为重要的是，这
些定理将构成数列以及后续极限存在的主要数学工具！
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